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2. OPIS OSIĄGNIĘCIA NAUKOWEGO 
 

"Wektorowa metoda estymacji wykładników Lapunowa" 
 

Powiązany tematycznie cykl publikacji stanowiący osiągnięcie naukowe 

 
[1] A.Dąbrowski:"Estimation of the largest Lyapunov exponent from the perturbation vector and 

its derivative dot product.", Nonlinear Dynamics. (2012) 67: 283–291,  
(Impact Factor 3,009) 

Cytowania 
Web Of Science 4 
Scopus  4 
Google scholar: 9 

 
[2] A.Dąbrowski, The largest transversal Lyapunov exponent and Master Stability Function from 

the perturbation vector and its derivative dot product (TLEVDP), Nonlinear Dynamics (2012) 
69:1225–1235 

(Impact Factor 3,009) 
 
[3] A.Dąbrowski: Estimation of the the Largest Lyapunov exponent-like (LLEL) stability measure 

parameter from the perturbation vector and its derivative dot product (part 2) experiment 
simulation.", Nonlinear Dynamics. NODY-D-13-01203R3. 

(Impact Factor 2,419) 
 
[4] M. Balcerzak, A.Dąbrowski, T.Kapitaniak, A Jach: Optimization of the Control System 

Parameters with Use of the New Simple Method of the Largest Lyapunov Exponent 
Estimation, Mechanics and Mechanical Engineering 17 (4) (2013),  325-339, udział 40%, 
czterdzieści procent, 

 
 
Opis wyników stanowiących osiągnięcie naukowe 
 

Celem naukowym w/w  prac było opracowanie prostej i efektywnej metody 
wyznaczania wykładników Lapunowa, które są jednym z najważniejszych narzędzi badań 
dynamiki układów nieliniowych. 

Główną motywacją do podjęcia badań był brak uniwersalnych i prostych metod 
obliczania wykładników Lapunowa i w konsekwencji potrzeba opracowania metody 
obliczania wykładników Lapunowa, która była by prosta i efektywna. 

W tym celu postanowiłem odwołać się do podstawowych własności przestrzeni i 
przekształceń liniowych. Zamierzałem znaleźć sposób na wyeliminowanie  problemów 
związanych ze zbieganiem się kierunków wektorów zaburzenia do kierunku wektora o 
największej wartości własnej w kolejnych podprzestrzeniach uporządkowanych według 
wartości wykładnika Lapunowa. Wspomniany efekt zbieżności wektorów zmusza, w 
przypadku stosowanych metod, do ortonormalizacji wektorów w celu uniknięcia błędów 
numerycznych. Nie pozwala to między innymi na analizowanie właściwości przekształcenia 
w kierunkach wektorów własnych, które są bardziej naturalnymi kierunkami ewolucji 
systemów dynamicznych. 

Postanowiłem po pierwsze w miejsce zmian wektora zaburzenia, sprawdzić 
zachowanie przyrostów wektora zaburzenia w celu wyekstrahowania uśrednionej wartości 
własnej przekształcenia w z góry założonym kierunku. Wykorzystanie wektora przyrostu 
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zaburzenia w miejsce zaburzenia pozwala na otrzymanie wyniku aktualnej wartości 
wykładnika Lapunowa jeszcze przed krokiem całkowania numerycznego bez użycia funkcji 
logarytmicznych. Powoduje to po pierwsze zmniejszenie wpływu błędów numerycznych. 
Wykorzystanie z góry założonego kierunku zmian zaburzenia pozwala na określanie 
własności przekształcenia wektora w docelowych kierunkach. Jednocześnie określenie 
w.w. zmian w kierunkach wyznaczonych przez główne osie elipsoidy zaburzenia pozwala na 
bezpośrednie obliczanie całego spektrum wykładników Lapunowa. 

Przedstawione publikacje stanowią pierwszy etap badań pokazując zgodność wyników 
i skuteczność opracowanej metody dla największego wykładnika Lapunowa. 

 
W publikacji [1] przedstawiłem ogólny zarys metody i podstawowe własności 

wektorów i wartości własnych pozwalające na wykorzystanie wektora przyrostu zaburzenia 
do obliczania wykładnika Lapunowa w określonym kierunku. W związku z sugestiami 
recenzentów opis ten był przedstawiany i poszerzany w kolejnych artykułach. W dalszej 
części publikacji [1] zaprezentowałem otrzymane wyniki dla pojedynczego oscylatora 
Dufinga oraz trzech sprzężonych układów Dufinga. Na wykresach bifurkacyjnych pokazałem 
jakościową i ilościową zgodność otrzymanych wyników, porównując je z wartościami 
otrzymanymi przy pomocy metody Stefańskiego. Na przebiegach czasowych pokazałem 
zbieżność, stabilność i efektywność opracowanej metody dla różnych stanów dynamicznych 
badanych układów. 

 
W artykule [2] zastosowałem opracowaną metodę do odtworzenia wyników 

przedstawionych w publikacji: 
Stefan’ski, A., Perlikowski, P., Kapitaniak, T.: Ragged synchronizability of coupled 

oscillators. Phys. Rev. E 75,016210 (2007). 
Przedstawiłem ogólny zarys wykorzystania transwersalnego wykładnika Lapunowa i 

Master Stability Function do badań synchronizacji sprzężonych układów dynamicznych. Na 
przykładzie czterech sprzeżonych układów Duffinga, a następnie czterech sprzężonych 
układów Van der Pola pokazałem efektywność i zgodność wyników otrzymywanych przy 
pomocy opracowanej metody. 

 
Artykuł [3] stanowi przygotowanie do wykorzystania opracowanej metody do 

wyznaczania wykładników Lapunowa dla przebiegów czasowych na podstawie analizy 
sygnału opóźnionego. Analiza zaburzenia przeprowadzana jest tutaj na podstawie badań 
dwóch identycznych układów dynamicznych, z których jeden reprezentuje układ 
referencyjny, drugi natomiast, układ zaburzony (opóźniony). 

W artykule przedstawiłem wyniki dla układu Dufinga i Van der Pola, oraz ich 
porównanie z otrzymanymi przy pomocy pierwszej wersji metody przedstawionej w 
publikacji [1]. 

 
W artykule [4] została zaprezentowana implementacja metody przedstawionej w pracy 

[3] do kontroli układu dynamicznego i określenia jakości regulacji. Przedstawione podejście 
stało się bazą opracowania metody optymalizacji parametrów układu regulacji.  

W artykule przedstawiono porównanie zaproponowanej metody z powszechnie 
stosowanymi metodami określanie jakości regulacji. Pokazano skuteczność metody w 
realizacji zagadnienia optymalizacji parametrów układu sterowania. 

Badania te kontynuowane są w ramach projektu nr DI2013 019743 "Zastosowanie 
nowej metody wyznaczania wykładnika Lapunowa w optymalizacji parametrów układu 
regulacji" - Diamentowy Grant. 

 



 str. 6 
 

3. PRZEBIEG PRACY ZAWODOWEJ 
 
W roku 1992 zdałem z wynikiem bardzo dobrym egzaminy na Politechnikę Łódzką. 

Osiągnięty wynik pozwalał mi na wybór dowolnego wydziału i kierunku. Wybrałem Wydział 
Elektryczny, kierunek Elektronika.  

Po pierwszym semestrze, zniechęcony sposobem prowadzenia zajęć przeniosłem się 
na Wydział Mechaniczny, który był moim pierwszym wyborem, zmienionym pod wpływem 
argumentacji przyjaciół i bliskich. Samodzielne nadrobienie różnic programowych zajęło mi 
około pół roku. W tym czasie jednocześnie studiowałem na drugim semestrze i dodatkowo 
jeszcze pracowałem, aby zabezpieczyć sobie środki finansowe na utrzymanie.  

Po czwartym semestrze ze średnią ok 4,8 dostałem się na elitarny wtedy na Wydziale 
Mechanicznym kierunek Mechanika Pojazdów. Niestety poziom i sposób nauczania po raz 
kolejny mnie rozczarował. 

Złożyłem dokumenty i zostałem przyjęty na kierunek Lotnictwo na Politechnice 
Warszawskiej. W tym samym czasie na Wydziale Mechanicznym PŁ otworzono pierwsze 
studia prowadzone w języku angielskim z możliwością otrzymania dyplomu European 
Engineer. Zachęcony tym wróciłem na Politechnikę Łódzką. Niestety po roku, ze względu na 
zbyt małą liczbę chętnych kierunek został rozwiązany. Zniechęcony już zupełnie 
postanowiłem dokończyć studia minimalnym nakładem pracy, angażując się już bardziej w 
pracę zawodową. niż studiowanie. 

W 1997 r., w trakcie semestru dyplomowego, badania, które prowadziłem nad 
modelowaniem dynamiki pompowtryskiwacza do silnika wysokoprężnego przypomniały mi o 
moich pasjach. Postanowiłem kontynuować badania dynamiki układów na studiach 
doktoranckich, w ramach rozrywki odstresowującej po całym dniu spędzonym w pracy. 
Rozpocząłem badania układów z uderzeniami współpracując z prof. Krzysztofem 
Czołczyńskim. W czasie pierwszego semestru studiów doktoranckich dostałem propozycję 
angażu w Katedrze Dynamiki PŁ. Niestety moja sytuacja finansowa i konieczność 
samodzielnego utrzymania nie pozwalały mi na poświęcenie całego czasu jedynie na rzeczy, 
które mnie pasjonują. Nie zdecydowałem się na pracę na uczelni i rezygnację z dobrze płatnej 
pracy. Dość szybko jednak badania, które prowadziłem wciągnęły mnie tak bardzo, że 
ostatecznie na początku 1998 r. rozpocząłem pracę na stanowisku asystenta w Katedrze 
Dynamiki PŁ. kontynuując współpracę z prof. Czołczyńskim. Od 2000 r. badania 
prowadziłem w ramach projektu promotorskiego nr 7T07A02318. Powstały w tym czasie 
dwie publikacje, [13] i [14].  

Badania zakończyłem w 2002 roku obroną pracy doktorskiej "Dynamika 
wibracyjnego tłumika drgań z ogranicznikami amplitudy ruchu".  

W międzyczasie w 2001r. rozpocząłem kolejne studia na Wydziale Matematyki i 
Informatyki Uniwersytetu Łódzkiego, które kontynuowałem po obronie doktoratu. Studia te 
zaowocowały opracowaniem przekształcenia pozwalającego na analizę przepływu energii w 
układach dynamicznych w zmodyfikowanej przestrzeni fazowej, którą nazwałem przestrzenią 
energetyczną. Niestety badania te i studia, które rozpocząłem na U.Ł. zostały przerwane przez 
dwie operacje nowotworu mózgu i późniejszą długotrwałą rehabilitację.  

Do badań dynamiki układów powróciłem w 2005 r. Kontynuowałem i rozwijałem ideę 
przestrzeni energetycznej. Badane aspekty przepływu energii, synchronizacji energii układów, 
opisałem w publikacjach [5-11]. Niestety z powodu nieciągłości przekształcenia w punktach 
krytycznych nie mogłem zrealizować wielu pomysłów badań, które miały stanowić mój 
wkład naukowy do rozprawy habilitacyjnej. Niszowe zagadnienie i związany z tym brak 
zainteresowania proponowanymi przeze mnie rozwiązaniami, zmusiły mnie do zawieszenia 
badań układów w przestrzeni energetycznej.  

Od 2011 r. rozpocząłem nowe badania. Wybrałem interesujące mnie już wcześniej 
zagadnienia stateczności układów dynamicznych, którymi zajmowałem się w 2003 r. 
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współpracując z prof. T. Kapitaniakiem i prof. A. Stefańskim. W ramach tej współpracy 
powstały publikacja [10]. Wyniki badań zostały również opublikowane w materiałach 
konferencyjnych [1]. 

W swoich nowych badaniach, bazując na podstawowych własnościach przestrzeni i 
przekształceń liniowych, opracowałem nową metodę estymacji wykładników Lapunowa. 
Wyniki badań przedstawiłem w artykułach [1-4] Stanowią one powiązany tematycznie cykl 
publikacji omówiony w części "Opis osiągnięcia naukowego". 

 
 

4. WYKAZ DOROBKU NAUKOWO BADAWCZEGO 
 
Publikacje i udział procentowy: 
 
[1] A.Dąbrowski: Estimation of the the Largest Lyapunov exponent-like (LLEL) stability measure 

parameter from the perturbation vector and its derivative dot product (part 2) experiment 
simulation.", Nonlinear Dynamics. (2014) 78:1601–1608, (I.F. 2,419), 

[2] M. Balcerzak, A.Dąbrowski, T.Kapitaniak, A Jach: Optimization of the Control System 
Parameters with Use of the New Simple Method of the Largest Lyapunov Exponent 
Estimation, Mechanics and Mechanical Engineering 17 (4) (2013),  325-339, udział 40%, 
czterdzieści procent, polegał na opracowaniu głównej idei, konsultacjach, interpretacji 
wyników, przygotowaniu tekstu manuskryptu, 

[3] A.Dąbrowski, The largest transversal Lyapunov exponent and Master Stability Function from 
the perturbation vector and its derivative dot product (TLEVDP), Nonlinear Dynamics (2012) 
69:1225–1235,(I.F. 3,009), 

[4] A.Dąbrowski:"Estimation of the largest Lyapunov exponent from the perturbation vector and 
its derivative dot product.", Nonlinear Dynamics. (2012) 67: 283–291, (I.F. 3,009), 

[5] A.Dąbrowski, A. Jach, T.Kapitaniak: Application of Artificial Neural Networks in 
parametrical investigations of the energy flow and synchronization, Journal of Theoretical and 
Applied Mechanics 48 (2010), 4, 871-896, (I.F. 0,264), udział 80%, osiemdziesiąt procent, 
polegał na opracowaniu głównej idei, napisaniu kodu programu i przeprowadzeniu symulacji 
numerycznych , interpretacji wyników, przygotowaniu tekstu manuskryptu, 

[6] A.Dąbrowski: Energy-vector method In mechanical oscillations, Chaos, Solitons and Fractals  
39 (2009) 1684-1697(I.F. 3,315), 

[7] A.Dąbrowski and T.Kapitaniak: Using chaos  to reduce oscillations :  Experimental results, 
Chaos, Solitons and Fractals 39 (2009),1677-1683, (I.F. 3,315), udział 80%, osiemdziesiąt 
polegał na opracowaniu głównej idei, napisaniu programu i przeprowadzeniu symulacji 
numerycznych , interpretacji wyników, przygotowaniu tekstu manuskryptu, 

[8] A.Dąbrowski, Anna Jach: Impact maps in recognizing the change of energy flow direction and 
synchronization of coupled oscillators, Mechanics and Mechanical Engineering 13 (1) (2009), 
5-15,udział 90%, dziewięćdziesiąt procent, polegał na opracowaniu głównej idei, napisaniu 
programu i przeprowadzeniu symulacji numerycznych , interpretacji wyników, przygotowaniu 
tekstu manuskryptu, 

[9] A.Dąbrowski: Application of the Energy Dot Product (EDP) in recognizing the energy flow 
synchronization, Mechanics and Mechanical Engineering 12 (1) (2008),  17-30, 

[10] . Stefanski, A.Dąbrowski, T.Kapitaniak: Evaluation of the largest Lyapunov exponent in 
dynamical systems with time delay, Chaos, Solitons and Fractals (2005), 1651-1659, (I.F. 
1,938),udział 40%, czterdzieści procent, 

[11] A.Dabrovski: The construction of the energy space, Chaos, Solitons and Fractals 26 (2005) 
1277-1292. , (I.F. 1,938), 

[12] A.Dąbrowski: The energy space, energy flow and synchronization, Mechanics and Mechanical 
Engineering 8 (1) (2005),  200-218, 

[13] .Dąbrowski and T.Kapitaniak: Using chaos to reduce oscillations. Nonlinear Phenomena in 
Complex Systems, 4 (2) (2001), p 206-211, udział 80%, osiemdziesiąt procent, polegał na 
opracowaniu głównej idei, napisaniu programu i przeprowadzeniu symulacji numerycznych , 
interpretacji wyników, przygotowaniu tekstu manuskryptu, 
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[14] A.Dąbrowski: New design of the impact damper. Mechanics and Mechanical Engineering 4 
(2) (2000), p. 191-196. 
  

Artukuły konferencyjne: 
[1] A. Stefanski, A.Dąbrowski, T.Kapitaniak: Evaluation of the largest Lyapunov exponent 

of dynamical systems with time delay, IUTAM Symposium on Chaotic Dynamics and 
Control of Systems and Processes in Mechanics (2003), 493-500, udział 40%, 
czterdzieści procent, polegał na opracowaniu głównej idei, napisaniu programu i 
przeprowadzeniu symulacji numerycznych , interpretacji wyników, przygotowaniu 
tekstu manuskryptu, 

[2] Energy flow and synchronization in the energy space APM Petersburg 2005, , 
[3] The construction of the energy space, The 5-th International Conference on Vibration 

Problems Moscow 2001, 
[4] The geometrical  view on energy changes in vibrating systems,Euroattractor 2001- 

European Interdisciplinary School on Nonlinear Dynamics  for System and Signal 
Analysis. 

 
Projekty Badawcze: 
 
Nr/Termin realizacji Temat Funkcje 
DI2013 019743 
 
07.2014 - 07.2017  

Zastosowanie nowej metody wyznaczania 
wykładnika Lapunowa w optymalizacji 
parametrów układu regulacji 

Opracowanie głównej idei 
i przygotowanie projektu. 
Konsultacje naukowe 

2011/01/B/ST8/07527 
09.2011r. – 03.2015r. 

Nowe metody wyznaczania wykładników 
Lapunowa układów dynamicznych 

Wykonawca 

7T07A02318 
01.2000r. – 06.2002r 

Dynamika wibracyjnego tłumika drgań z 
ogranicznikami amplitudy ruchu 

Główny wykonawca 

 
 

CYTOWANIA WSZYSTKICH ARTYKUŁÓW 
 
Web Of Science 27; bez autocytowań 21; h-indeks 3 
Scopus  43; bez autocytowań 30; h-indeks 3 
Google scholar: 65; bez autocytowań 52; h-indeks 4 
 
Ze względu na bardzo duże rozbieżności w ilości cytowań dla różnych baz danych dołączam: 
 
 

Wykaz artykułów, w których cytowano moje publikacje 
 
1. Evaluation of the largest Lyapunov exponent in dynamical systems with time delay 
A Stefanski, A Dabrowski, T Kapitaniak 
Chaos, Solitons & Fractals, 2005,23 (5), 1651-1659 
I.F. 1,938 
 
Cytowania 
Web Of Science 18 
Scopus   26 
Google scholar: 29 
 
Cytowane w: 
1. Delay and periodicity S Yanchuk, P Perlikowski - Physical Review E, 2009 - APS 
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2. Robust dynamic compensator for a class of time delay systems containing saturating 
control input, JJ Yan, JS Lin, TL Liao - Chaos, Solitons & Fractals, 2007 - Elsevier 

3. Lyapunov exponents of systems with noise and fluctuating parameters, A Stefański - 
Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2008 - yadda.icm.edu.pl 

4. Estimation of Lyapunov exponents for a system with sensitive friction model, J Wojewoda, 
A Stefański, M Wiercigroch… - Archive of Applied …, 2009 - Springer 

5. Estimation of the largest Lyapunov exponent from the perturbation vector and its 
derivative dot product, A Dabrowski - Nonlinear Dynamics, 2012 - Springer 

6. Application of the energy space in chaotic systems research, A Dąbrowski - Mechanics and 
Mechanical Engineering, 2007 - yadda.icm.edu.pl 

7. Chaos, self organized criticality, intermittent turbulence and nonextensivity revealed from 
seismogenesis in north Aegean area 

8. AC Iliopoulos, GP Pavlos, EE Papadimitriou… - … Journal of Bifurcation …, 2012 - 
World Scientific,  

9. Energy–vector method in mechanical oscillations, A Dabrowski - Chaos, Solitons & 
Fractals, 2009 - Elsevier 

10. Nonautonomous delay differential equations in Hilbert spaces and Lyapunov 
exponents, D Breda - Differential and Integral Equations, 2010 - projecteuclid.org 

11. Quantifying the synchronizability of externally driven oscillators, A Stefański - Chaos: 
An Interdisciplinary Journal of Nonlinear …, 2008 - scitation.aip.org 

12. Adaptive fuzzy control of a class of nonlinear time-delay systems with input 
nonlinearity, S Pourdehi, D Karimipour, N Noroozi… - … and Integration (IRI), …, 2010 
- ieeexplore.ieee.org 

13. The largest transversal Lyapunov exponent and master stability function from the 
perturbation vector and its derivative dot product (TLEVDP), A Dabrowski - Nonlinear 
Dynamics, 2012 - Springer 

14. Effects of built-up edge-induced oscillations on chip formation during turning, Z 
Pálmai, G Csernák - Journal of Sound and Vibration, 2013 - Elsevier 

15. Application of the largest Lyapunov exponent and non-linear fractal extrapolation 
algorithm to short-term load forecasting, J Wang, R Jia, W Zhao, J Wu, Y Dong - Chaos, 
Solitons & Fractals, 2012 - Elsevier 

16. Approximating Lyapunov exponents and Sacker–Sell spectrum for retarded functional 
differential equations, D Breda, E Van Vleck - Numerische Mathematik, 2014 - Springer 

17. Experimental chaos in a two-degree of freedom vibration system with time delay 
feedback, QC Yang, S. Zhu, J. Lou, H. Wu - Journal of Theoretical & Applied …, 2013 

18. Chaotic feature of Martin process imposed on the cosine function, C Gao, Z Zhou, J 
Zeng, J Chen - Fractals, 2009 - World Scientific 

19. Application of artificial neural networks in parametrical investigations of the energy 
flow and synchronization, A Dąbrowski, A Jach, T Kapitaniak - Journal of Theoretical and 
Applied …, 2010 - ptmts.org.pl 

20. An improved method of detecting chaotic motion for rotor-bearing systems, M Shi, D 
Wang, J Zhang - Journal of Shanghai Jiaotong University ( …, 2013 - Springer 

21. Optimization of the Control System Parameters with Use of the New Simple Method 
of the Largest Lyapunov Exponent Estimation, M Balcerzak, A Dabrowski, T 
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